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(y que deberian estar)
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Resumen Haremos un recorrido por diferentes problemas propuestos en olimpiadas matemaéticas.
Palabras clave Ensefianza matematicas, resolucion de problemas, olimpiadas mateméticas

Abstract We will take a tour of different problems proposed in mathematical Olympiads.
Keywords Teaching mathematics, Problem solving, math olympics

Introduccion

Parafraseando el Lema de la Escuela, podria citar una frase de G.H. Hardy (el mentor inglés de
Ramanujan) : La Unica forma de aprender Matematicas es hacer diez problemas todos los dias de la
semana, y veinte los domingos.

Los dos paises europeos donde se publican revistas centenarias de Matematicas Elementales
destinadas a los alumnos de niveles educativos anteriores al universitario, y a sus profesores, son
Hungria y Rumania. KOMAL (1894) es la revista escolar de Matematicas y Fisica, que se publica en
Budapest. GAZETA MATEMATICA (serie B) (1895) es la revista rumana, publicada en Bucarest, y
cuya serie A esta dedicada a la Didactica de la Matematica. En ambos casos, con ligeras variantes, se
proponen enormes cantidades de problemas para los distintos grados (cursos, diriamos en Espafa) de
la ensefianza preuniversitaria. Y lo que es mejor, reciben soluciones de los estudiantes, que son
analizadas por los equipos de redaccion, se eligen las mejores para ser publicadas y se detallan los
nombres y centros escolares de procedencia de los autores de las soluciones. En el caso de KOMAL,
con fotografias. Tanto una como otra publican 10 nimeros al afio. En el caso de KOMAL, los
problemas estan clasificados por niveles de dificultad; en GAZETA MATEMATICA, los mas dificiles
se reservan para preparacion de Olimpiadas y para el Concurso anual de Resolucién de problemas de
la revista.

Desde mi punto de vista, estas dos revistas son paradigmaticas. En otros paises, de Europa, Asia
y América, hay revistas de este mismo estilo, pero mi preferencia personal es por las dos citadas. No
son revistas de investigacion en Matematicas (que también las hay, obvio es decirlo), ni revistas de
Educacién Matematica, ni de investigacion en Educacion Matematica.

Yo no conozco ninguna publicacion periddica espafiola que se asemeje algo a estas dos. Y por

eso he seleccionado algunos problemas de ambas, junto con algun otro de distinta procedencia, para
desarrollarlo en esta ponencia.
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PROBLEMA 1. Primer problema de la Olimpiada Britanica de 2017
Helen divide 365 por cada uno de los nimeros 1, 2, 3...., 365 y escribe la lista de los 365 restos.
Phil divide 366 por cada uno de los nameros 1, 2, 3,...,365,366 y escribe la lista de los 366 restos.
¢ Cual de las dos listas tiene una suma mayor, y por cuanto?

Solucion oficial

La descomposicién de 365 y 366 en factores primos es

365=5x73 y 366=2x3x61.
Por lo tanto, los conjuntos de divisores de ambos nimeros son

Dyes = {15,73,365}; Dy, ={1,2,3,6,61,122,183,366} .

A efectos del problema podemos eliminar 366 de nuestra consideracion, pues no afiade nada a la
lista de Phil, pues su resto de la division de 366 por 366 es 0. Por tanto nos quedamos con

1,2,3,6,61,122,183 (*)

No debemos caer en la “trampa” del enunciado e intentar calcular efectivamente las dos sumas:
en realidad lo que se pregunta es “;cual, y por cudnto més, de las dos listas tiene una suma mayor?”.

Podemos escribir las igualdades siguientes, que dan los cocientes y restos enteros por defecto en
los dos casos:

365=qg-k+r,con0<r<k-1;y
366=365+1=qk +(r+1).

Podemos hacer una lista comparativa de los restos en ambos casos, para ciertos valores del
divisor, subrayando los casos en que el resto sea mayor:

d(divisor) | 1|2 |3 |4 |5 |6|61|122 183|362 | 363 | 364 | 365
RestoHelen |0 |12 |1|0|5|60|121 (182 | 3 2 1 0
RestoPhil | 0| 0| 02| 1/0| 0| O 0 4 3 2 1

La eleccion de los valores del divisor que se muestran en la tabla viene justificada por lo que
decimos en los parrafos siguientes.

Para todos los nimeros que NO son divisores de 366, el resto de la division de Phil por ellos es
una unidad mayor que el resto de la division de Helen, y esto ocurre 365-7 = 358 veces. Este es el
numero de unidades en que la suma de Phil es mayor que la de Helen.
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En el caso de los niimeros que Si son divisores de 366, los restos para Phil son 0; y por lo que a
Helen respecta, se tiene:

Si 366=d-c, entonces 365=d-c—1=d-(c—1)+d —1, luego la suma de restos para Helen
en este caso es 0+1+2+5+60+121+182=371 mas que Phil.

En conclusién, la suma de Helen es 371-358=13 unidades por encima de la de Phil y hemos
terminado.m

PROBLEMA 2. Un problema de la Olimpiada Rusa de 1991 (Grado 11, Problema 2)

Supongamos que los nimeros a y B verifican
3 2 . 3 2
a’ -3 +5a =1, f°-36°+50=5.
Calcular el valor de o+ .

Solucién (del autor del problema, B.Kukushkin, de Moscu.

El primer miembro de ambas igualdades es el valor del polinomio
f (x) = x* —3x* +5x =(x—1)3 +2(x-1)+3

en X = a y x = B, respectivamente. Aqui la “idea creativa” consiste en completar un cubo,
teniendo en cuenta los dos primeros términos del polinomio. La igualdad anterior la podemos escribir
en la forma

f (x)—3:(x—1)3 +2(x-1)=y*+2y,
Si convenimos en llamary = x — 1.

Ahora bien, la funcién g(y)=y*+2y = y(y2 + 2) es una funcion estrictamente creciente
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como vemos en su grafica. Entonces los numeros o y B estdn determinados univocamente por las
ecuaciones

g(a-1)=f(a)-3=-2
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Como la funcién es impar, « =1=—(f-1),y a+ [ =2.m

PROBLEMA 3. Problema F.2752 de la revista KOMAL 1990/3

Racionalizar el denominador de ; .
1+4/32 -5\2

Solucién 1 ( Majthenyi Agnes)

Multiplicando el denominador por 1—5\5—(‘@ se obtiene

1 _1-5\2-432 )
1+432-5V2  (1-5v2)*-32

porque 432432 =/32.
1-52 432

Pero 1—5@2—@:L :51—14«/5, asi que de (1) pasamos a —— X,
( ) q @ p siafz Y

volviendo a racionalizar, resulta
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1 | (BLr142)(1-5V2 -332) _ (51+14V2)(1-5V2-432) _

1+432-52 5122196 2209

Solucién 2 (Czik6 Andrés)

El denominador de la fraccion lo ponemos en la forma
2 3
a+biﬁ+c((‘5) +d (4‘5) , es decir

1+4/3_2—5\/§=1+2<*/§—5(4/§)2.

Buscamos nimeros racionales a, b, c, d tales que
(a+b42+c(42) +d(42) (1242 -5(42) | -1,

(Esto es lo que se conoce como un factor racionalizador del denominador inicial)

Al hacer operaciones en la igualdad anterior, aparece una parte racional que resulta ser

a—10c+4d, y que tendra que ser igual a 1; y tres coeficientes de las diferentes potencias de {‘/5
gue deberéan anularse, puesto que el resultado de la multiplicacién anterior debe ser 1. En resumidas
cuentas, tenemos el sistema

2a+b-10d =0
-5a+2b+c=0
-5b+2c+d =0
a-10c+4d =1

Y resolviendo el sistema llegamos a

89 102 _-241 ,_ -28

a= b= ,C= ,d= , asi que la solucién del problema es
2209 2209 2209 2209

1 _ 89+1024/2 + 24172 + 2848

1+432-5y2 2209
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PROBLEMA 4. Un problema de la competicion Kirschak de Hungria de 1906

Sea a,,a,.L ,a, una permutacion cualquiera de los nimeros 1,2,L ,n. Demostrar que, si n es
impar, el producto

(a,—-D(a,-2)L (a,—-n)
es par.
Solucion 1
Demostraremos que por lo menos uno de los factores del producto es par. Puesto que n es

impar, podemos escribirlo como n =2k +1, con k entero, y observemos que el producto tiene 2k +1
factores. Ademas, de los nimeros 1,2,3,L , 2k +1, hay exactamente k+1 impares, porque

1=21-1
3=2-2-1
5=2-3-1
LL
2k +1=2(k+1)-1.

Ya que las “aes” también estdn formadas por los nimeros 1 a 2k + 1, exactamente k+1 de las
“aes” son impares. Por lo tanto, hay exactamente 2(K-+1)=n-+1ndmeros impares entre los 2n

ndmeros a,,a,.L ,a,;1,2,L ,n que aparecen en el producto anterior. Pero solo hay n factores. Luego

por el principio del palomar, al menos uno de los factores contiene dos nimeros impares, digamos ay,
y m, asi que su diferencia es par.m

Solucién 2

El nimero de factores es impar, y su suma es evidentemente 0, que es par. Esto seria imposible
si todos los factores fueran impares. En consecuencia, al menos uno de los factores es par.m
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PROBLEMA 5. Un problema de la Olimpiada de Rumania de 1994
Sean a,b,c,A,B,C € " tales que las ecuaciones
ax’ —bx+c=0yAx* —Bx+C =0

tienen raices reales.

Demostrar que, cualquiera que sea el numero real u situado entre las raices de la primera
ecuacion, y cualquiera que sea el nimero real U situado entre las raices de la segunda, se verifica

w024 E)<[ 2]

u

Solucion (Gazeta Matematica, serie B, 1994/4, pg.162)

El problema fue propuesto por D.M. Batinetzu-Giurgiu, Bucarest.

Sean P(x)=ax’—bx+c, yQ(x) = Ax* —Bx+C. Si x; y X, son las raices de la ecuacion
P(x) =0, por las relaciones entre los coeficientes y las raices se tiene

b c
x1+x2:g>0, x1x2:g>0.

Entonces x; >0, X, >0. Ya que u esta comprendido entre ambas raices, resulta que u > 0 y que

. . . c
P(u) < 0. Esta Gltima desigualdad se escribe como au”—bu+c<0=au+—<b.

u
. . . . C
Un razonamiento analogo permite escribir que AU +U <B.
La desigualdad de las medias aritmética y geométrica conduce a
5 au+AU £.C (aU+Cj+(AU +8) b B
(au+AU) —+—)£ u U _ u < (1)
u u 2 2 2

donde la desigualdad solo se ha aplicado en el primer paso (<).

Elevando al cuadrado los dos miembros, tenemos la desigualdad buscada:

(au+AU)(E+SjS[b;Bj2.

u
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Vamos a estudiar las condiciones para que se verifique la igualdad. Por una parte, en la
desigualdad aritmético-geométrica, debe cumplirse que

au+ AU :E+9 ™;
u u

Y por otro lado, en la segunda desigualdad de (1), tendra que verificarse

a+S-by AU+S B ()
u U

Las condiciones (**) significan que au®+c—bu=0 yque AU*+C—BU =0 , es decir,
gue u debe ser una raiz del polinomio P y U debe ser una raiz del polinomio Q (lo cual significa
ademas que en el enunciado la palabra “entre” ha de entenderse incluidos los extremos del intervalo
entre las raices). Pero ademas, los coeficientes a, ¢, Ay C no son arbitrarios, sino que han de estar
relacionados por la igualdad (*).

Ve

Construccion de un ejemplo en el que se verifican las iqualdades (*) y (**)

Ve
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Llamemos u; y u, a las raices de P, y U; y U, a las de Q. Se tiene entonces

-
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P(x)=a(x-u)(x-u,) y Q(X)=A(x-U)(x-U,) ,
y por las relaciones entre los coeficientes y las raices, resulta

b=a(u,+u,), c=auu, (2)

B=AU,+U,), C=auuU, (3).
- c C -
Escribimos (**) en laforma au=b—-— y AU = B—U. Sustituimos en (*):
u

b—E+B—E=E+E:>b+B=2£E+E] 4)
u U u U u U

Llevando a (4) los valores de (2) y (3) podemos escribir que
a(u, +u,)+A(u, +u,) =2(au, + Au,)
Y simplificando obtenemos a(u, —u,) = A(U, —U,), que podemos poner como

_2Y

a
A u-u,

Como a y A son positivos, hay que tomar U; < U, y u; > U,.
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Entonces, un ejemplo de los dos polinomios para los que se verifican las condiciones (*) y (**)
puede ser el siguiente:

P(X) =5(x-2)(x-5), Q(x)=3(x-3)(x-8),

wlo

con lo que , U =5u,=2;U, =3,U, =8 y entonces

> |

C_ay, =5~2;U£=Au2 ~3.8-55.243.8=34

1 1
au, +au, =5-7=35; AU, +U,)=3-11=33

Y efectivamente la media aritmética de 33y 35es 34.m

Calcular xy +2yz +3zx.

-
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PROBLEMA 6. Un problema de la Olimpiada URSS de 1984 Z
Arshabad, clase 10 g
m
Los numeros reales estrictamente positivos x, y, z verifican 5
y* y* 2
X4+ Xy +2—=25 2—+27°=9, 2 +2x+ x> =16 . @
3 3 C O
N
<
>
=z

Solucion 1 (Algebraica)

M

2 2
Sean A:x2+xy+y?, :y?+22, C=2°+2x+x* yD=xy+2yz+32x .

La igualdad (evidente) A =B + C es equivalente a
Xy =272"+x <= xy=x(2z+x) (1)

Pero D =xy+2yz+3zx y por (1) lo expresamos como D =2z*+ zx+2yz +3zx, luego se
tiene

D:22(2x+y+z):>2x+y+z=22= (por(2))=% ()
z VA
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2
Como A—B + C =32, esto es lo mismo que X(2X+ Y+ 2) =32c>32=x~22<:>32= 227)2
z z

donde en la dltima igualdad hemos usado (3). De todo ello resulta que X_ i Sustituyendo
z

33

en (2), resulta D = 27-i S XY+2y2+32X = 243 . m

33

Solucion 2 (Geométrico-trigonométrica)

Vamos a construir un tridngulo XYZ, rectangulo en Z, con catetos ZY = 3y ZX = 4, compuesto
por tres triangulos: OYZ (rectangulo en O), OXZ con el &ngulo en O de 120°, y OXY con el angulo en

O de 150° y tales que las longitudes de los lados gque salen de O sean OY= A ,OX=x, OZ=1z(v.

3

la figura)

Puc. 118

(Aunque la “ilusion optica” parece que se trata de una figura en el espacio, es en el plano, ya
gue los tres angulos de vértice O suman 360° y si fuera en el espacio esa igualdad no se verificaria). La
hipotenusa del triangulo OYZ mide

2

7Yy = |1 +22 =9 =3
3
Construimos a continuacion el triangulo OZX, de manera que
0OZ =2,0X =x,S XOZ =120°
De acuerdo con el teorema del coseno, se tiene

XZ? =x*>+7>-2xz-c0s120° = x>+ 2’ +x2 =16 = XZ =4 .

“Cerraremos la figura” con el triangulo OXY, tal que
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oY =L OX = x, RXOY =150°

N

Otra vez el teorema del coseno permite escribir que

2 2
XY ? =x2+y——2xy~(i}coslso° 2+ _ox. L. —ﬁ
3 3 3 B2

2

:x2+y?+xy:25: XY =5 .

Ahora bien, el area del triangulo XYZ es la suma de las areas de los tres triangulos OYZ, OZX
y OXY:

[OYZ]= %OY -0Z -sen90° =

¥z
23
1 NE)

[02X] =5 OX -0Z -sen120°= % ,

[OXY]= %ox .OY -sen1500= L

INE

-

Sumando y haciendo operaciones resulta

-
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[XYZ]:i(xy+2yz +3xz).

43

Pero puesto que XYZ es un tridngulo rectangulo (en Z) de catetos 3y 4, su area es 6, con lo cual
resulta

M

[XYZ]=L(xy+2yz +3x2)=6= Xy +2yz+3xz =243 .

43

La figura siguiente, tomada de la revista rusa Kvant, de la pagina con las soluciones de los
problemas de la Olimpiada de 1984, da una mejor impresion de ser rectangulo el tridngulo XYZ (que
alli le llama PQR, con algunos cambios que no merece la pena analizar).
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